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Matematicas: Analisis y Enfoques
Nivel Superior
Prueba 3

31 de octubre de 2023

ZonaA tarde | ZonaB tarde | Zona C tarde

1 hora

Instrucciones para los alumnos

No abra esta prueba hasta que se lo autoricen.

En esta prueba es necesario usar una calculadora de pantalla grafica.

Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto.

Salvo que se indique lo contrario en la pregunta, todas las respuestas numéricas deberan ser
exactas o aproximadas con tres cifras significativas.

Se necesita una copia sin anotaciones del cuadernillo de formulas de Matematicas:
Analisis y Enfoques para esta prueba.

La puntuacién maxima para esta prueba de examen es [55 puntos].
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Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto. Por favor comience cada
pregunta en una pagina nueva. No se otorgara necesariamente la maxima puntuacion a una respuesta
correcta que no esté acompanada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en
un procedimiento y/o en explicaciones. Junto a los resultados obtenidos con calculadora de pantalla
grafica, debera reflejarse por escrito el procedimiento seguido para su obtencidn; por ejemplo, si se
utiliza un grafico para hallar una solucién, se debera dibujar aproximadamente el mismo como parte de
la respuesta. Aun cuando una respuesta sea erronea, podran otorgarse algunos puntos si el método
empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el
procedimiento seguido.

1. [Puntuacion maxima: 24]

En esta pregunta le vamos a pedir que explore una serie de propiedades de la familia
de curvas y =x’+ax’+b donde x € R y a, b son parametros reales.

Considere la familia de curvas y=x’ + ax’ + b parax € R,donde a e R,a#0y b € R.

En primer lugar, considere el casoenelque a=3y b € R.

(a) Variando de manera sistematica el valor de b, o de cualquier otro modo alternativo,
halle los dos valores de b para los que la curva y = X’ + 3x” + b tiene exactamente dos

intersecciones con el eje x. [2]

(b)  Escriba el conjunto de valores de b para los cuales la curva y = x* + 3x° + b tiene

exactamente:
(i)  Unainterseccion con el eje x [
(i)  Tres intersecciones con el eje x [

Considere ahora el casoenelque a=-3y b € R.

(c) Escriba el conjunto de valores de b para los cuales la curva y = x° — 3x° + b tiene

exactamente:

(i)  Dos intersecciones con el eje x [1
(i)  Unainterseccion con el eje x [1
(iii) Tres intersecciones con el eje x [1]

(Esta pregunta contintia en la pagina siguiente)
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(Pregunta 1: continuacién)

Para los siguientes apartados de esta pregunta, considere la curva y = x’ + ax’ + b
paraae R,a#0y b e R.

(d)

(e)

(f)

(9)

(h)

Considere el caso en el que la curva tiene exactamente tres intersecciones con el
eje x. Indique si cada uno de los puntos de pendiente cero esta situado por encima o
por debajo del eje x.

Muestre que la curva tiene un punto con pendiente cero en P(0, b) y un punto con

2 4
dient ——a,—a +b|.
pendiente cero en Q( 3% 07 ]

Considere los puntos Py Q paraa>0y b>0.

, . d’ . . . :
(i)  Halle una expresion para g); y, a partir de lo anterior, determine si cada uno de

€s0s puntos es un maximo local o un minimo local.

(i) Determine si cada uno de esos puntos esta situado por encima o por debajo
del eje x.

Considere los puntos Py Q paraa<0y b>0.

(i) Indique si P es un maximo local o un minimo local y si esta situado por encima o
por debajo del eje x.

(i)  Indigue las condiciones que tienen que cumplir a y b para que Q esté situado
por debajo del eje x.

Pruebe que si 4a’bh +27bh> <0, en ese caso la curva y = x° + ax’ + b tiene exactamente
tres intersecciones con el eje x.

(1]

[5]

[3]

(1]

[1]

[1]

[5]

Véase al dorso
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[Puntuacion maxima: 31]

En esta pregunta vamos a empezar pidiéndole que examine unas familias de curvas
que cortan en angulo recto a todos los miembros de otra familia de curvas. A
continuacién tendra que examinar una familia de curvas que corta en angulo agudo
(a) a todos los miembros de otra familia de curvas.

(@) Considere una familia de rectas L cuya ecuacién es y = mx, donde m es un
parametro. Todos los miembros de L cortan en angulo recto a cada uno de los
miembros de una familia de curvas C.

Nota: En los apartados (i), (ii) y (iii) no es necesario que considere el caso en el
que x =0.

(i)  Escriba una expresion para la pendiente de L en funcion de x e y.

d
(i) A partir de lo anterior, muestre que la pendiente de C viene dada por ay =——.
y

dx
curvas C tiene por ecuacion x’ +y2 =k donde k es un parametro.

d X
(i)  Resolviendo la ecuacién diferencial LA ——, muestre que la familia de
y

[2]

Una familia de curvas tiene por ecuacion y” = 4a” — 4ax donde a es un parametro real y positivo.

Una segunda familia de curvas tiene por ecuacion y* = 4b” + 4bx donde b es un parametro
real y positivo.

(b) Considere el casoenelque a=2y b=1.Enlos mismos ejes de coordenadas, dibuje
aproximadamente las curvas y2 =16-8x e y2 =4 + 4x, rotulando claramente cada
curva y todas las intersecciones con el eje x que haya.

Nota: No es necesario que halle las coordenadas de ninguno de los puntos de
interseccién de las dos curvas.

(c) Resolviendo el sistema de ecuaciones y* = 4a” — 4ax e y* = 4b” + 4bx, muestre que
estas curvas se cortan en los puntos M(a—b, 2\/ab) y N(a—b, —2\/ab).

(d) Enelpunto M, muestre que las curvas y* = 4a” — 4ax y y° = 4b° + 4bx se cortan en
angulo recto.

(Esta pregunta continta en la pagina siguiente)

[3]

[6]

[5]
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(Pregunta 2: continuacién)

Considere dos familias de curvas F'y G.

Ala pendiente de F' la denominaremos f(x, y).

Ala pendiente de G la denominaremos g(x, y).

Todos los miembros de F' cortan a cada uno de los miembros de G en un angulo agudo «.

Se puede mostrar que

f(x, y)+tana
1-f(x, y)tana

glx,y)=

X
En el apartado (e), considere el caso concreto en el que f(x,y)=——,parax=#0,y=0y
y

T

a=—.

(e)

(f)

4

(i)

(ii)

Muestre que g(x, y)=2—. [2]
y +Xx
. . . o . , d y—x
A partir de lo anterior y resolviendo la ecuacion diferencial homogénea — = ,
y+x
halle una ecuacion general que represente a esta familia de curvas G. Dé la
respuesta en la forma /(x, y) =d donde d es un parametro. [9]

Teniendo presente el limtana , muestre que, para todo f(x, y) finito,

T
a—>=
2

1
S, »)°

1in% g(x, y) =~ [2]






